
36

iNGE CUC, Vol. 10, N° 2, pp 36-42, Diciembre, 2014 

Control local en el Espacio de 
Estados para un Prototipo real de 

Péndulo invertido traslacional*1

State-Space local Control for a real Prototype 
of a translational inverted Pendulum

Artículo de Investigación Científica - Fecha de Recepción: 16 de mayo 2014 - Fecha de Aceptación: 22 de septiembre 2014

lyda Vanessa Herrera Sepúlveda
ingeniera Electrónica. Escuela de ingenierías Eléctrica, Electrónica y de telecomunicaciones (E3t)

Universidad industrial de Santander. Bucaramanga (Colombia). lyda.herrera@correo.uis.edu.co

Uriel alberto Melo Pinzón
ingeniero Electrónico. Escuela de ingenierías Eléctrica, Electrónica y de telecomunicaciones (E3t) 

Universidad industrial de Santander. Bucaramanga (Colombia). uriel.melo@correo.uis.edu.co 

ricardo alzate Castaño
Doctor en automática, Escuela de ingenierías Eléctrica, Electrónica y de telecomunicaciones (E3t) 

Universidad industrial de Santander. Bucaramanga (Colombia). ralzatec@uis.edu.co

Para citar este artículo / to reference this article:
l. Herrera, U. Melo and r. alzate, “Control local en el Espacio de Estados para un Prototipo real de Péndulo invertido 
traslacional,” IngE cuc, vol. 10, no. 2, pp. 36–42, 2014.

* Artículo de investigación científica derivado del proyecto de grado en la modalidad de investigación, titulado: “Control en espacio de 
estados para un prototipo real de péndulo invertido”, de la Universidad industrial de Santander (UiS). Fecha de inicio: junio de 2012. 
Fecha de terminación: octubre de 2013.

Resumen: Este artículo aborda la readecuación de 
un prototipo de laboratorio para péndulo invertido 
traslacional, buscando recobrar su capacidad fun-
cional y ejercer control local para mantener ergui-
do el brazo del péndulo. En términos de control, el 
problema que se va a resolver será la viabilidad de 
una técnica de control por realimentación de es-
tados en el prototipo experimental empleando un 
dispositivo de proceso de bajo costo. Se realizó por 
tanto, el diseño y la implementación de circuitos 
para el acondicionamiento de señales entre los dis-
positivos de medida, actuación y control. Se diseñó 
e implementó una estrategia de control por reali-
mentación de estados en un microcontrolador Ar-
duino Mega. Los resultados de simulación predicen 
la regulación del estado, que posteriormente fue co-
rroborada de manera experimental con el prototipo 
de laboratorio. Actividades complementarias inclu-
yen el análisis de técnicas avanzadas de control so-
bre el sistema, al igual que la inclusión de términos 
de no-linealidad en los modelos.

Palabras clave: control local, control por realimen-
tación de estados, microcontrolador arduino, pén-
dulo invertido traslacional, prototipo experimental.

Abstract: This paper describes the restructuring 
of an inverted pendulum prototype in order to re-
cover its functional capacity and perform local 
control to uphold pendulum’s arm upright position. 
Regarding control, state-feedback control feasibili-
ty for the experimental prototype using a low-cost 
process device was studied. For this, the design 
and implementation of signal conditioning cir-
cuitry for measurement, performance, and control 
devices was accomplished. An experimental proce-
dure was performed to validate the mathematical 
model proposed for the system, and therefore, the 
state-feedback controller was designed based on 
this. State regulation towards zero was obtained on 
both simulations of the model and the experimental 
rig when trying to keep the vertical position of the 
pendulum. Ongoing tasks include the analysis of 
advanced state-space control techniques and con-
siderations regarding nonlinearities in the model of 
the system.

Keywords: Arduino microcontroller, Experimental 
rig, Local control, State-feedback control, Transla-
tional inverted pendulum.
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i. introduCCión

Dada la alta complejidad de los sistemas actuales de 
ingeniería, se hace necesaria la elección de técnicas 
de análisis y síntesis que permitan obtener mejores 
aproximaciones de su comportamiento dinámico, 
para facilitar el desarrollo de controladores con ma-
yor desempeño respecto a los cada vez más exigentes 
requerimientos de diseño y de respuesta. al respecto, 
las técnicas tradicionales en el dominio de la frecuen-
cia (control clásico) brindan un limitado conjunto de 
posibilidades tras reducirse a sistemas lineales e in-
variantes en el tiempo, con una entrada y una salida, 
dentro de las cuales se destacan las aplicaciones con 
controladores de acción proporcional, integral, deri-
vativa PiD [1], [2], [3] . En contraste, diversos proble-
mas prácticos requieren la interacción de múltiples 
señales de entrada y salida, relacionadas mediante 
descripciones matemáticas no necesariamente linea-
les y con presencia de dependencia temporal en sus 
parámetros. Estos casos son fácilmente abordados 
mediante el control moderno (en el espacio de estados); 
siendo el péndulo invertido un caso particularmente 
estudiado en la literatura como ejemplo de aplicación 
para verificar predicciones teóricas sobre este tipo de 
técnicas. algunas aplicaciones prácticas del péndulo 
están relacionadas con medios de transporte personal 
como el Segway [4], [5], [6] y sensores sísmicos como 
el expuesto en [7]. investigaciones relacionadas con 
el control para sistemas de péndulo invertido inclu-
yen: [8], [9], [10], [11], [12]. Sin embargo, muchos de 
tales estudios se restringen a resultados de análisis 
por simulación, o sobre prototipos comerciales produ-
cidos por compañías como Quanser® [13], Feedback® 
[14], lab-Volt® [15] o ECP Systems® [16], los cuales 
proveen soluciones integradas para verificación expe-
rimental en laboratorio, que al mismo tiempo limitan 
las plataformas de desarrollo a entornos cerrados, 
con altos costos de mantenimiento y dependencia del 
fabricante. Por tanto, en favor de desarrollar una ca-
pacidad tecnológica para el entorno regional en este 
trabajo se propone la implementación de un prototipo 
de laboratorio para un péndulo invertido traslacional, 
buscando aplicar sobre el mismo una técnica de con-
trol en el espacio de estados empleando un procesador 
genérico de bajo costo, como banco de pruebas para 
potenciar futuras aplicaciones en el ámbito indus-
trial. ideas similares destacan el trabajo del Dr. Ke-
vin Passino en la Universidad Estatal de ohio (USa) 
a través del projecto welaB: Low-Cost Engineering 
Laboratoy Project [17]. Este artículo ha sido orga-
nizado del siguiente modo: la sección i presenta las 
ideas generales a manera de introducción; la sección 
ii realiza una descripción del prototipo de laboratorio 
implementado; la sección iii presenta la metodología 
propuesta para ejecutar un control por realimenta-
ción de estados en el prototipo experimental; final-
mente la sección iV presenta resultados a partir de 
los cuales se generan conclusiones.

ii. desCripCión del sistema

El prototipo de laboratorio (Fig. 1) fue diseñado y 
construido por ingenieros de la Escuela de ingeniería 
Mecánica de la Universidad industrial de Santander, 
según se describe en [18]. Está compuesto por un ca-
rro que se puede desplazar ± 0.46 m y acoplado a él 
un péndulo, formado por un brazo y una masa en el 
extremo del mismo, con un rango de giro limitado a 
± 20.3º. El banco posee como sensor para el ángulo 
del péndulo un encoder absoluto de 256 revoluciones 
por vuelta; como sistema de actuación, un variador de 
frecuencia, y como elemento final de control, un motor 
trifásico. Para implementar la técnica de control por 
realimentación de estados sobre un microcontrolador 
fue necesaria la adecuación de señales, la adición de 
un sensor para la posición del carro y un conversor 
digital-analógico (DaC) para poder manipular el va-
riador de frecuencia y este a su vez el motor. los cir-
cuitos de adecuación llevan las señales provenientes 
del encoder absoluto e interruptores de un nivel de 
tensión de 24 a 5 v, y las salidas del microcontrolador 
a dispositivos como relés e indicadores luminosos de 
5 a 24 v. Se diseñó además un circuito amplificador 
que lleva la salida del DaC de aproximadamente 0-5 
v a un rango de 0-10 v, el cual era requerido por la 
entrada analógica del variador de frecuencia; para el 
encoder incremental que cuenta con una resolución 
de 900 pulsos/revolución, se adicionaron dos inverso-
res Schmitt trigger a la salida para obtener una señal 
cuadrada apropiada como entrada al microcontrola-
dor. Finalmente se utilizó un transistor MoSFEt 
como interruptor para manejar la señal de cambio de 
giro. las rutinas para la lectura de los sensores y el 
algoritmo de control fueron implementadas sobre una 
tarjeta arduino Mega 2560, de la cual fueron usadas: 
1) entradas y salidas digitales para leer el encoder 
absoluto y las señales de entrada; 2) interrupciones 
externas para leer los canales del encoder incremen-
tal y 3) el módulo de comunicación SPi para manejar 
un DaC externo.

Fig. 1. Estructura del prototipo de péndulo invertido 
Fuente: autores.
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iii. metodología

a continuación se ilustrará la metodología a seguir 
para obtener el control en el espacio de estados del 
sistema de péndulo invertido:
• inicialmente se realizará el modelado matemático 

del sistema atendiendo a resultados propuestos en 
la literatura para configuraciones traslacionales. 
Asimismo, se definirán valores de parámetros, 
validados experimentalmente tras una compara-
ción de curvas.

• Con este modelo y los valores de parámetros se 
procederá a calcular la matriz de realimentación 
de estados mediante herramientas computaciona-
les (i.e. función place(.) de MatlaB®), atendien-
do a consideraciones de diseño especificadas por 
las posiciones de polos deseados.

• Posteriormente se describirá el algoritmo imple-
mentado mediante la plataforma arduino® para 
ejecutar la estrategia de control en el espacio de 
estado diseñada sobre el sistema de péndulo in-
vertido.

a. Modelado del sistema

Para obtener el modelo matemático del sistema de 
péndulo invertido se toman en cuenta los desarrollos 
propuestos en [19], según se describe a continuación. 
En los mismos se asume que el modelo del sistema es 
lineal, puesto que la técnica de control propuesta en 
este artículo (control por realimentación de estados 
simple) se aplica a este tipo de casos. Se deja como 
trabajo futuro el análisis de modelos más complejos 
con elementos de no linealidad.

a partir de la sumatoria de fuerzas y torques para 
los diagramas de cuerpo libre mostrados en la Fig. 
2 es posible deducir las ecuaciones diferenciales que 
predicen el comportamiento del sistema. 
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Fig. 2. Diagramas de cuerpo libre: 
carro (izquierda); brazo del péndulo (derecha)

Fuente: autores.

El acople del movimiento traslacional realizado 
por el carro y rotacional realizado por el péndulo está 
descrito por las ecuaciones (1) y (2):

(M+m) ẍ +bx. +mlθ̈ cos θ  − mlθ
.
2  sinθ = F (1)

(I+ml2) θ̈  + mlg sin θ = − ml ẍ  cos θ,  (2)

Donde f es la fuerza aplicada al carro, m es la 
masa del carro, b es el coeficiente de fricción vis-
cosa, I es la inercia del péndulo, m es la masa del 
brazo, g es la fuerza de gravedad, l la mitad de la 
longitud del brazo del péndulo, θ y x son, respecti-
vamente, el ángulo del péndulo y el desplazamiento 
del carro.

Si se considera que el objetivo de la estrategia 
de control es mantener el péndulo en una posición 
vertical, es decir, θ = 0, se puede asumir cos θ ≈ 
−1, sin   θ ≈ −θ y θ

.
2  ≈ 0, y se obtiene por tanto, la 

representación linealizada del sistema mediante (3) 
y (4):

(M + m) ẍ + bx.  + ml  θ̈  = F   (3)
(I + ml2) θ̈ + mlg θ = ml ẍ.   (4)

ahora bien, es posible determinar por completo 
el comportamiento del sistema seleccionando como 
variables de estado el ángulo del péndulo θ, la ve-
locidad angular del péndulo dθ/dt, la posición del 
carro x y la velocidad del carro dx/dt. Este conjunto 
de variables corresponde al vector de estados y la 
representación del sistema en espacio de estados 
queda descrita por las ecuaciones (5) y (6):

x.  = Ax +Bu     (5)
y = Cx+ Du,     (6)

Donde a corresponde con
0 1 0 0

( + )
0 0

0 0 0 1
− 2 2

0 0
− ( + 2)

b es igual a
0

−

0
+ 2

d es nula y c está dada por
1 0 0 0
0 0 1 0

De otro lado, el denominador Z equivale a

Z = I (M + m) + Mml2.

la tabla i resume los valores y las unidades de 
los parámetros del prototipo empleados en dichas 
ecuaciones. Parámetros como las masas y la lon-
gitud fueron medidos, mientras que la inercia y el 
coeficiente de fricción fueron calculados a partir de 
otras mediciones. En todos los casos las medidas 
fueron tomadas con una incertidumbre no mayor 
al 1 %. Para mayores detalles se sugiere al lector 
interesado consultar la referencia [20].
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Tabla I. parámetros del sistema 

Parámetro Símbolo Valor Unidades

Masa carro M 6.23 kg

Masa cilindro m 0.0158 kg

longitud barra l 0.4 m

Coeficiente fricción b 0.3 kg/s

Gravedad g 9.8 m/s2

inercia péndulo I 0.0322 kg.m2

Fuente: autores.

Para validar el modelo propuesto por las ecua-
ciones y parámetros presentados se hizo oscilar el 
péndulo experimental sin colisión (a partir de una 
frecuencia del variador de 10.2 Hz). Posteriormen-
te se realizó una superposición del movimiento del 
péndulo desde el valor máximo de amplitud (0 °) 
junto con la simulación para θ(t) cuando u(t) es un 
estímulo de tipo escalón. Como resultado, la Fig. 3 
muestra un comportamiento similar entre las pre-
dicciones teóricas del modelo y las medidas experi-
mentales para el movimiento de caída del péndulo, 
que se hace más precisa en la medida que el tiempo 
aumenta debido al desvanecimiento de dinámicas 
no modeladas que afectan principalmente el estado 
transitorio del sistema.
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Fig. 3. Evolución temporal para ángulo del péndulo: 
Modelo vs. Experimento 

Fuente: autores.

b. Diseño e implementación del controlador

Una vez determinados los parámetros para el sis-
tema de péndulo invertido y validado el modelo que 
describe la dinámica del mismo, se abordará el di-
seño de la estrategia de control para regular la po-
sición del brazo.

Los polos del sistema (5)−(6) corresponden con 
s={0, 2.8385, −2.8387, −0.0470} y evidencian ines-
tabilidad, lo cual deberá corregirse mediante una 
estrategia de control por realimentación de estados 

a partir de la ubicación deseada de los nuevos polos 
del sistema. 

Si la entrada u en la ecuación de estado (5) se 
hace u = −Kx, se obtiene que la dinámica del estado 
depende únicamente de las matrices a, b y la ga-
nancia k, como se muestra en (7).

x.  = (A − BK)x.    (7)

al ser a y b matrices de parámetros fijos, la selec-
ción de k modifica los valores propios del sistema en 
lazo cerrado, es decir, altera la respuesta transitoria 
y el error en estado estable. Por tanto, el diseño del 
controlador se resume a encontrar el vector de ga-
nancia de realimentación k. 

Dicha ganancia existe si el sistema es de estado 
completamente controlable; o de manera equivalen-
te, si es posible transferir el estado del sistema de un 
valor inicial arbitrario a cualquier estado deseado 
en un periodo finito de tiempo [19]. Al construir la 
matriz de controlabilidad para el sistema de péndulo 
invertido y hallar su rango se encontró que este co-
rresponde con el número de estados, por lo cual es de 
estado completamente controlable.

la selección de los polos deseados se basó en el 
tiempo pico tp y el tiempo de establecimiento ts, los 
cuales corresponden, respectivamente, a paráme-
tros de respuesta transitoria y de estado estacio-
nario del sistema. Seleccionando para el ángulo del 
péndulo un tp = 0.43s y un ts = 4.5s y para la posición 
del carro un tp = 0.35s y un ts = 5.5s, se obtuvieron 
los siguientes polos para el sistema controlado:

s = {−2.857, −0.1777 + j4.3068, −0.1777 −j4.3068, −0.5347 }

Con base en ello y empleando la función place(.) 
de MatlaB® se determinó la siguiente ganancia 
de realimentación de estados:

k = [−4.47, −1.58, 10.00, 22.50].

c. Implementación de la estrategia de control

teniendo el prototipo de péndulo invertido instru-
mentado a partir de los dispositivos sensores y ac-
tuadores descritos en la Sección ii, se procedió a 
implementar una rutina computacional sobre la tar-
jeta arduino® MEGa para ejecutar el algoritmo de 
control por realimentación de estado calculado para 
el sistema.

El algoritmo de control fue desarrollado en la 
herramienta de código abierto suministrada por el 
fabricante del microcontrolador. la Fig. 4 ilustra 
a manera de diagrama de bloques las operaciones 
realizadas. 

La primera de ellas consiste en configurar e ini-
cializar los puertos del sistema. En el primer bloque 
también se inicializa la comunicación SPi estable-
ciendo la tasa de baudios y la frecuencia de trabajo, 
además se declaran las interrupciones utilizadas.
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Para el posicionamiento manual del carro se hace 
uso de pulsadores del panel de control (Fig. 1) y se 
ajusta el cero para el encoder incremental. al esta-
blecer el cero y una condición inicial para el ángulo 
del péndulo cercana al equilibrio, se procede a acti-
var la rutina de control cuyo primer paso es la medi-
ción de la posición del carro y el ángulo del péndulo.

Para medir el ángulo del péndulo se debe leer el 
registro mediante una función creada para convertir 
el valor de código gray a binario en el rango 77 - 228 
(equivalente a ±20.3º).

los dos canales, a y B, del encoder incremental 
usado para medir la posición del carro fueron conec-
tados a dos pines de interrupción externa de la tar-
jeta arduino®. 

Con la medida se procede a estimar las velocidades 
a partir de la diferencia de dos medidas consecutivas 
divididas en el intervalo de muestreo, el cual corres-
ponde con 10 ms. luego, empleando las mediciones y 
los estimados de las variables de estado se calcula la 
señal de realimentación, multiplicando cada variable 
de estado por su correspondiente ganancia.

Posteriormente se evalúa el signo de la señal de 
realimentación para decidir la dirección del carro y 
la magnitud de la misma es enviada como entrada 
al conversor digital-analógico, para determinar la 
frecuencia aplicada al motor a través del variador de 
velocidad quien hace las veces de actuador.

INICIO

Inicialización y
configuración de
los módulos del
microcontrolador

Posicionamiento
manual del carro

Rutinas para la
lectura de sensores

Estimación de las
velocidades

Calculo de la señal
de realimentación

Realimentación < 0

Mover el carro
a la izquierda

Mover el carro
a la derecha

Enviar señal de control
al actuador (DAC)

Si No

Fig. 4. Diagrama de flujo del algoritmo implementado
Fuente: autores.

iV. resultados

Las figuras 5 a 8 muestran los resultados obtenidos 
para el ángulo del péndulo y para la posición del ca-
rro en los casos de simulación numérica y pruebas 
experimentales, para el sistema controlado.

El objetivo de la ley de control implica mantener la 
posición vertical del brazo del péndulo, lo cual signi-
fica un ángulo cero. Sin embargo, en la práctica (sis-
tema experimental), debido a ruidos de medida y de 
aproximación de datos, se producirá una oscilación 
alrededor de dicho valor deseado, tal y como lo mues-
tra la Fig. 5, verificando la obtención del objetivo de 
control en el sistema de péndulo invertido experi-
mental. Note cómo el sistema parte de una condición 
inicial cercana al valor deseado de equilibrio y oscila 
alrededor del mismo, a pesar de perturbaciones que 
temporalmente llevan el ángulo a alejarse del valor 
deseado. también es importante notar que bajo estas 
condiciones de operación se satisfacen las premisas 
de linealidad consideradas en el modelado del siste-
ma.

Evolución temporal para ángulo del péndulo con K = [-4.47 -1.58 10.0 22.5]
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Fuente: autores.

Un comportamiento similar se observa en el movi-
miento del carro experimental. Partiendo de una po-
sición cero, en equilibrio, el sistema oscila alrededor 
de esta condición de operación y se mantiene en ella 
en el tiempo a pesar de la influencia de los ruidos de 
medida y de cuantificación. Dicho comportamiento 
se observa en la Fig. 6. 
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experimental

Fuente: autores.
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De otro lado, graficar la respuesta del simulador 
implicaría ver una tendencia hacia cero para las 
variables de posición del péndulo y del carro. Por 
tanto, se agregó un valor aleatorio con distribución 
uniforme de límites ±0.06 a la medida de ángulo del 
péndulo con el fin de emular las condiciones presen-
tadas durante el experimento. a partir de esto se 
obtuvieron oscilaciones de aproximadamente ±0.05 
rad en el ángulo del péndulo y de ± 0.4 m en la po-
sición del carro, ambos alrededor del cero corres-
pondiente con la condición teórica de equilibrio. los 
resultados respectivos se muestran en las figuras 7 
y 8; a partir de las cuales vale la pena mencionar la 
captura cualitativa del comportamiento visualizado 
por el sistema experimental a través de estas simu-
laciones.

Evolución temporal para ángulo del péndulo con K = [-4.47 -1.58 10.0 22.5]
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Fuente: autores.
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V. ConClusiones

• Se realizó la instrumentación de un prototipo 
experimental de péndulo invertido traslacional 
para implementar el control de posición del brazo 
del péndulo a partir de un microcontrolador de 
bajo costo.

• Se obtuvo un modelo matemático para el sistema 
y se determinaron valores de parámetro a partir 
de medidas, validados mediante contraste entre 
datos simulados y capturas experimentales.

• Se diseñó un control por realimentación de esta-
dos; posteriormente implementado mediante una 
rutina de cómputo ejecutada sobre un microcon-
trolador de 8 bits.

• Se obtuvo regulación de las variables de estado 
del sistema verificada por la tendencia, tanto 
experimental como numérica, hacia el valor de 
equilibrio en cero.

• Se configuró un sistema para verificar técnicas 
de control en el espacio de estados de bajo costo, 
con tecnología abierta y disponibilidad para desa-
rrollos complementarios.

• actividades futuras incluyen el análisis de es-
trategias complementarias a la realimentación 
de estados como el control lQr y lQG, y la in-
clusión de no linealidades en el modelo, para así 
implementar técnicas como la linealización por 
realimentación y otras basadas en la estabilidad 
de lyapunov.
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