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Abstract

Este articulo presenta los resultados de un proyecto
de investigacién cuyo objetivo fue describir el papel
mediador de la aplicacién mévil “Calculadora Grafica”
de GeoGebra sobre los procesos de conjeturacion del
teorema del valor medio para derivadas mediante la
detecciéon de invariantes a través de herramientas de
arrastre, combinando geometria dindmica con calculo
infinitesimal. A través de un estudio de caso cualita-
tivo, que involucr6 estudiantes de Ingenieria Aeronau-
tica, se dinamizaron los esfuerzos investigativos con el
propésito de validar la hipétesis relacionada con una
influencia positiva de una estrategia de aprendizaje
moévil sobre el proceso de conjeturacién en un curso de
Calculo Diferencial. Los resultados obtenidos permitie-
ron evidenciar avances significativos en la conjeturacién
del teorema mencionado para la resolucién de problemas
en ingenieria y se discute como este tipo de recursos
digitales, a través de un entorno de geometria dinamica
en dispositivos mdéviles, puede servir como mediacién
para favorecer el aprendizaje del calculo.

Palabras clave: Aprendizaje movil; conjeturacion;
GeoGebra; teorema del valor medio para derivadas

Resumen

This article presents the results of a research project
whose main objective was to describe the mediating role
of GeoGebra’s “Graphing Calculator” mobile application
on the conjecturing processes of the mean value theo-
rem for derivatives by the use of some dragging tools,
which combines dynamic geometry and infinitesimal
calculus. By means of a qualitative case study, involv-
ing students from aeronautical engineering, research
efforts were carried out looking forward to get evidence
that allow the judgement of a hypothesis involving a
positive influence of a mobile learning strategy on con-
jecturing processes in the context of a calculus course.
The results obtained allowed us to conclude significant
advances in the conjecturing process of the above-
mentioned theorem for the solving-problems process in
engineering. The discussion of how this type of digital
resources, through a dynamic geometry environment
in mobile devices, could favor the learning of calculus,
is also addressed.

Keywords: Mobile learning; conjecturing process; Geo-
Gebra; mean value theorem for derivatives
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CONJETURACION DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA DERIVADAS: UN ACERCAMIENTO
DESDE LA DETECCION DE INVARIANTES EN DISPOSITIVOS MOVILES CON GEOGEBRA

INTRODUCCION

Existe hoy un nuevo escenario de trabajo con medios digitales e informaticos que abarca
desde la representacion, o modelamiento, de escenarios espaciales, hasta la posibilidad de
disenar y generar lugares a partir de estructuras de datos nuevas y complejas. Esto ha sido
posible gracias al desarrollo de técnicas y metodologias de procesamiento extremadamente
potentes para la visualizacion grafica, llegando a permear el campo de la educacion a tra-
vés de la creacion de nuevas herramientas de difusién, de estructuras para la creacién de
conocimiento y aprendizaje; en particular, se han implementado nuevas ideas y lineas de
accion relacionadas con los diversos tipos de tecnologias establecidas, proporcionando un
lugar preponderante para el aprendizaje mévil o m-learning (Crompton, Burke, Gregory
& Grabe, 2016; Joo-Nagata, Martinez, Garcia-Bermejo & Garcia-Penalvo, 2017).

El uso de dispositivos méviles como herramientas tecnolégicas es fundamental en luga-
res de trabajo, dentro o fuera de las aulas en el contexto de la educaciéon superior, propor-
cionando instrucciéon virtual, aprendizaje por medio de teléfonos moéviles y cualificacion a
través de Internet. Estas herramientas, correctamente implementadas, pueden cambiar
la dinamica tradicional de clase y proponer una definiciéon alternativa de educacion que
reconozca en el estudiante, mas autonomia y mas independencia, al permitir que éste
aprenda en casa, en el lugar de trabajo o durante un viaje, en cualquier momento y en
cualquier lugar, dado que minimiza limitaciones e ineficiencias (Hamidi & Chavoshi,
2018).

La capacidad de aprender en cualquier momento y en cualquier lugar, es una de las
caracteristicas del e-learning (base para el desarrollo del m-learning), entendido como
un tipo de aprendizaje electronico que se implementa a través de tecnologias moviles
como Asistentes Digitales Personales (PDA), teléfonos celulares, reproductores de audio,
libros electréonicos, entre otros. El m-learning puede verse como una evolucién natural del
e-learning, permitiendo a los estudiantes y usuarios desarrollar un proceso de aprendizaje
a través de la tecnologia movil (Holmes & Gardner, 2006; Sanchez, Olmos & Garcia-
Penalvo, 2013; 2016; Pegrum, 2014; Karimi, 2016; Hamidi & Chavoshi, 2018). Las pruebas
empiricas indican que el aprendizaje mévil puede ser un instrumento util que permite
a los estudiantes aprender en muchas areas de conocimiento, entre ellas la educacion,
los negocios y las tecnologias de la informacién (Ozdamli, 2012; Al-Emran, Mezhuyev &
Kamaludin, 2018).

Por otra parte, GeoGebra ha generado una profunda transformacion en la ensenanza de
las matematicas. En este Ambiente de Geometria Dinamica (AGD), los estudiantes puede
mover o arrastrar un punto libre elegido y explorar como cambian puntos construidos y
otros objetos; esta caracteristica es simple pero muy atractiva y efectiva en la educacion
matematica debido a que, en lugar de explorar figuras geométricas estaticas, los estudian-
tes pueden explorar figuras estrechamente relacionadas obtenidas arrastrando algunos
puntos méviles y, a partir de alli, concluir algunas propiedades sobre ellos (Selakovic,
Marinkovi¢ & Janici¢, 2019). También, proporciona un contexto donde las propiedades
geométricas, que aparecen como invariantes bajo propiedades de arrastre, pueden perci-
birse de manera visual y kinestésica, y vincularse de nuevo a los fundamentos teoéricos
subyacentes incrustados en el sistema (Baccaglini-Frank, 2019). El principio de arrastre
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se encuentra en el centro del diseno de un AGD tipico y abarca no solo la variacion sino
también los invariantes y relaciones entre ellos, vinculando explicitamente la capacidad
de manipulacién de las figuras con propiedades geométricas definidas, en particular, esos
invariantes y su identificacion a través de arrastre (Leung, Baccaglini-Frank & Mariotti
2013; Mariotti, 2015).

Un antecedente notable sobre la vinculaciéon de AGD a los procesos de demostracion se
relaciona con los resultados de su experimento de ensenanza, desarrollado en el curso
de Geometria Plana de una Licenciatura en Matematicas, desarrollado durante varios
semestres, abordando temas como las relaciones entre puntos, rectas, planos, angulos,
propiedades de los triangulos, cuadrilateros, circulos y relaciones de congruencia y simili-
tud mediado por el software “Cabri Geometry” (version 2.1.1) con la intencién de favorecer
el aprendizaje de los estudiantes. Entre sus hallazgos, se evidencia que el AGD resulta
ser una herramienta que facilita la comprension de todas las condiciones expuestas en
diferentes problemas, descubrir si han impuesto propiedades adicionales o restrictivas,
comprender las relaciones de dependencia involucradas y, por lo tanto, la légica detras de
una declaracion dada en forma de implicaciéon (Camargo, Samper & Perry, 2007). Otros
resultados de investigacion mas recientes admiten las funcionalidades y beneficios de
vincular dispositivos tactiles que se hacen cada vez mas populares en el aprendizaje de la
geometria, tales como teléfonos moéviles y tabletas en el contexto de la geometria dinamica
(Cheema, Gulwani & LaViola, 2012; Ehmann, Gerhauser, Miller & Wassermann, 2013).

Para el desarrollo de la investigacion, se implementé la aplicacion para dispositivos
moviles “Calculadora Grafica” de GeoGebra (version 6.0.619.0). Esta aplicaciéon moévil se
enmarca dentro de las tecnologias digitales y cuenta con el respaldo de comunidades aca-
démicas interesadas en apoyar procesos de aprendizaje y ensenanza de las matematicas y
disciplinas relacionadas; GeoGebra es una plataforma de libre acceso y esta compuesta por
herramientas faciles de manejar, admite geometria dinamica, permite multiples represen-
taciones de conceptos, permite guardar y exportar archivos de salida en multiples formatos
como ggb, html, xml, entre otros; facilita la inserciéon de imagenes, puede ser enlazado con
paquetes tipograficos especiales como LaTeX, tiene capacidades de prueba automatizadas,
conlleva a usar varios lenguajes en sus menus y sus comandos a través de la produccion de
materiales didacticos, como hojas de trabajo dinamicas independientes, destacando applets
interactivos de Java que podrian publicarse en un sitio web y existe toda una comunidad
global activa de usuarios que proporcionan material didactico y soporte técnico (Escuder
& Furner, 2011; Velichova, 2011; Majerek, 2014; Wassie & Zergaw, 2019).

REVISION DE LA LITERATURA

La necesidad de promover el razonamiento matematico y la demostracion en todos los
niveles escolares es ampliamente reconocida en el contexto global, destacando que estos
aspectos deben ser tenidos en cuenta para el diseno curricular en matematicas (Boero,
Fenaroli & Guala, 2018). Una de las razones para considerar el proceso de demostracion
como un tema importante en educaciéon matematica consiste en reconocer que la demostra-
cién esta estrechamente relacionada con la actividad de argumentacion involucrada en la
resolucion de un problema (Boero et al., 2018; Pedemonte 2007; 2018). Los libros de texto
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de matematicas muestran los procesos de demostracion como el resultado de definiciones,
axiomas y teoremas vistos durante el desarrollo tedrico, sin embargo, no reflejan las ideas
que llevaron a los matematicos a producir tales pruebas (Karunakaran, 2018). Asi, la rela-
cién cognitiva entre la intuicion y la demostracion es compleja y para los estudiantes puede
resultar complejo encontrar justificaciones para explicar lo que parece evidente cuando
resuelven un problema, por ejemplo, de indole geométrico (Mariotti y Pedemonte, 2019).
Hanna (1995) se refiere a dos usos que puede tener la demostracién en educaciéon mate-
matica: uno, es la prueba con el tinico sentido de demostrar la validez de una proposicion y,
el otro, es la prueba por lograr no solamente la demostracion de su veracidad sino también
la explicacion del fendmeno matematico subyacente. Para ilustrar esta situacion, se revisa
la suma de los n primeros numeros naturales, dada por la expresion (1) que se puede
demostrar o probar facilmente por inducciéon matematica. Sin embargo, esta prueba no
explica el fenomeno en si mismo, como lo indica Hanna (1995) “No da al estudiante idea
alguna de por qué es verdad” (p. 48). Sin embargo, en una prueba explicativa se puede
llegar a dotar de sentido la proposicion sumando dos veces los primeros nimeros naturales
de forma simétrica o por medio de representaciones geométricas usando cuadrados de una

unidad de lado que completan un rectangulo cada vez mas grande que luego es dividido a
la mitad (Tabla 1).

nn+1)

Su=1+2+43++n="2

(1)

TaBLA 1.

Ejemplo de argumentos explicativos de veracidad de la conjetura S,, = n(n;l) vn € N.

Explicacion mediante sumas simétricas

S S,=1+2+3++n
Sp=n+(n-1)+--+1
Luego
2, =(m+1)+--+(n+1) nveces
Entonces
nn+1)
" 2

Explicacion geométrica mediante rectangulos

En la representacion se puede ver como el area sombreada es igual a la suma de los primeros n

, o , n(n+1
numeros naturales con n = 4, a su vez, geometricamente esta area es Q

Fuente: Elaboracién propia
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De acuerdo con Hanna (1995), incluso un matematico experimentado prefiere
las pruebas o demostraciones de tipo explicativo y, desde luego, para los maestros
de matematicas es ailn mas importante tomarse el tiempo para buscar pruebas o
demostraciones que promuevan la comprension, es decir, que puedan dar lugar a
la explicacién, no solo un conocimiento del qué, sino también conocimiento del por
qué. Hanna (2018) presenta avances importantes en las nociones de explicaciéon
matematica y de prueba explicativa, afirmando que no pueden ser capturadas
por un solo modelo. Adicionalmente, senala que los posibles modelos emergentes
para la explicacién, en matematicas, sin duda tomarian en consideracion enfoques
como el uso de analogias, ejemplos y logica basada en reglas, asi como también
evaluarian los roles de la intuicién y la visualizacion, al tiempo que recrearian
criterios variables para la validez de una prueba. Recomienda, ademas, que los
educadores matematicos deberan seguir recurriendo a multiples recursos, confiar
en su juicio y ser pragmaticos al tratar de identificar o construir pruebas que
sean suficientemente explicativas para cumplir sus objetivos pedagdgicos; en este
sentido, cuando una conjetura se construye a través de una argumentacion cons-
tructiva, la demostracién puede ser mas accesible para los estudiantes (Mariotti
y Pedemonte, 2019).

Reafirmando esta idea, Mariotti y Pedemonte (2019) muestran que los estudiantes
pueden llegar a argumentar una conjetura a través de un proceso de construccion
con base en resultados anteriores, para luego hilar coherentemente una prueba. Sin
embargo, algunas veces se puede llegar a la conjetura por medio de evidencia empi-
rica o intuicién sin tener un proceso de construccién previo, en este caso consolidar
una demostracion involucrara una mayor complejidad de los estudiantes, quienes
deberan elaborar una estructura argumentativa para justificar su conjetura, luego
podran obtener la prueba en referencia a esta argumentacion, sin embargo, llegar
a una demostracion por esta via es mucho mas dificil en comparaciéon con el primer
proceso.

METODOLOGIA

La investigacion se implementd a través de un estudio de caso cualitativo desde
la perspectiva de Creswell (2017) aplicado a cinco estudiantes del programa de
Ingenieria Aeronautica. Cada uno de los cinco estudiantes matricul6 el espacio
académico Calculo Diferencial de acuerdo con el procedimiento institucional para
tal fin, con la posibilidad de seleccionar libremente el grupo de adscripcion, y sin
la existencia de grupo puntual de observaciéon. Asi, el proceso de seleccién de los
estudiantes se llevo a cabo a través de un muestreo aleatorio simple dentro de la
poblacién de estudiantes de primer y segundo semestre del programa que debian
cursar este espacio académaico.
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El tratamiento experimental desarrollado con el grupo estuvo compuesto por siete
problemas y una construcciéon geométrica dinamica cuyo principal objetivo fue inducir
el proceso de conjeturacion del Teorema del Valor Medio para Derivadas (TVMD) a
través de la identificacion de invariantes observados por medio de arrastre y mani-
pulacion de objetos matematicos en dispositivos méviles como teléfonos inteligentes,
tabletas o iPads a través de la interaccion con la ACGG. Para el desarrollo de las
actividades, cada estudiante disponia de un dispositivo mévil con la aplicacién y una
guia de trabajo contentiva de los siete problemas que debia desarrollar. Los estudian-
tes se dispusieron espacialmente en el aula de clase en forma de mesa redonda para
poder interactuar con sus pares mediante el dialogo y socializacion de sus hallazgos;
se les pidi6 interrumpir cualquier tipo de conexién a Internet para reducir posibles
sesgos en el ejercicio. El profesor desempend un papel secundario durante las cinco
sesiones de dos horas que duré el estudio de caso y se limité inicamente a capturar
registros audiovisuales de la experiencia, por lo tanto, no intervino activamente en el
proceso de los estudiantes; todo lo encontrado por ellos fue desde su propia interacciéon
con la ACGG y con sus pares.

A continuacion, se muestran los problemas abordados en la intervenciéon, asi como
la construccién geométrica dinamica en la ACGG.

Problema 1:

Responda la siguiente pregunta, desde sus conocimientos previos, usando la apli-
cacion “Calculadora Grafica” de GeoGebra en caso de considerarlo necesario.

1.1. /Cree usted que, si dos corredores en una misma carrera parten del mismo
punto y al mismo tiempo, y llegan al mismo tiempo a la meta, en todo mo-
mento tuvieron la misma velocidad? Justifique su respuesta.

1.2. (Cree usted que, al menos en algun instante de tiempo durante esa compe-
tencia, tuvieron la misma velocidad? Justifique su respuesta.

1.3. Si lo considera necesario, represente la situacién en la aplicacién mévil de
GeoGebra.

1.4. Comparta sus conclusiones con el grupo de trabajo.

El problema 1 se disené como diagndstico, de tal manera que se pudiera recoger
informacién acerca de los conceptos previos que dinamizarian la interaccion de los
estudiantes con el TVMD mediante un problema de la fisica. También se pretendia
identificar si alguin estudiante vinculaba la ACGG para el desarrollo del problema.
De acuerdo con el orden de la actividad, enseguida los estudiantes debian realizar
la construcciéon 1 (Tabla 2).
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TaBLA 2.
Construccion Geométrica dinamica en la ACGG

Pasol: Dibuje la funcién
f(x) = sen(x). Se sugiere
color negro.

/

]

[
*
]

Paso 2: Defina tres

deslizadores y etiquételos
comoa=-1b=2yc=1. \‘ "’f H‘“

Paso 3: Determine los
puntos A = (a,0), B = (b,0)
y C = (¢, 0), sobre el eje X.
Por conveniencia use color
azul para A y B, y rojo para
C.

. 1]
o]
f’ 1

]

Paso 4: Con la herramienta
“Perpendicular” trace
rectas perpendiculares al
eje X que pasen por los
puntos A,ByC.

v
N
B

iy

Paso 5: Usando la
herramienta “Interseccién”
defina los puntos de
interseccién de cada una de
las rectas del paso 4 con la
funcién f(x), etiquételos
como se ve y configurelos
con los colores sugeridos.

T
Ty
.

T i
: | : H
E |
(]

l'lli

Paso 6: Con la
herramienta “segmento”,
trace el segmento DF en
color verde teniendo en
cuenta que D = (a, f(a)),
F = (b,f(b)).

/

Paso 7: Oculte todos los
elementos de la
construccién excepto la
funcién f(x), DF, y los
puntos A,B,C,D,E,F.

. ST

—

e

Paso 8: Trace la recta
tangente a f(x) que pasa
por E (en adelante L1

la opcidn “Tangentes”.

AT

r
1 . - E

Nota: Paso a paso de la primera construcciéon. Fuente: Elaboracién propia.
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Los problemas 2 al 7, fueron disenados para que los estudiantes interactuaran con la
construccion 1 mediante el uso de la ACGG desde sus dispositivos moéviles, y se presentan
a continuacion para que otros educadores, que asi lo deseen, puedan reproducir la inter-
vencion:

Problema 2:

En la construccion 1, considere la funcion f(x) = sen(x) y los valores a =—-1y b = 2. Use
la opcion de arrastre para mover el punto manipulando con sus dedos la pantalla del
dispositivo mévil.

1.

2.

2.1. (Es posible ubicar a C entre A y B de tal manera que la inclinacién de la recta L,
sea igual a la inclinacién del segmento DF?

2.2. Calcule la derivada f de en el valor x = ¢ para el que usted cree que recta L, y seg-
mento DF tienen la misma inclinacién.

2.3. Pregunte a sus companeros si consideraron el mismo valor para c.

2.4. ;Cudl es la pendiente de la recta que contiene al segmento DF?

2.5. Comente con los companeros sus hallazgos.

2.6. (Es posible ubicar a fuera del intervalo [a, b] de tal manera que la inclinacién de la
recta sea igual a la inclinacién del segmento DF?

2.7. Comente con los companeros sus hallazgos.

2.8. Enuncie una propiedad que defina la relacion existente entre el valor ¢, el segmento
DF y la recta L.

Problema 3:

Mediante la interaccion con la construccion 1, desde sus dispositivos moviles, explore
otras funciones diferentes a f(x) = sen(x) en intervalos diferentes de su dominio:

1.
2.
3.

3.1.

3.2.

Considere la funcién f(x)= e y el intervalo [a, b] = [-1, 1]. ;/Existen valores ¢ fuera
del intervalo (—1, 1) que satisfagan la propiedad planteada en el punto 2.8? ;Y existe
al menos un ¢ en el intervalo que la cumpla?

Considere la funcién f(x) = x2 + 1 y el intervalo [a, b] = [-1, 2]. /Existen valores ¢
fuera del intervalo (-1, 2) que satisfagan la propiedad planteada en el punto 2.8? ;Y
existe al menos un ¢ dentro del intervalo que la cumpla?
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3.3. Comente con los companeros sus hallazgos.

3.4. (Considera usted que para toda funcién f(x) existe un c € (a, b) para el que la incli-
nacién del segmento FE es igual a la inclinacién de la recta L,? Para responder a
esta pregunta proponga algunas funciones que considere interesantes para poder
generalizar lo observado.

3.5. Para los puntos 2.1 y 2.2 evalie la derivada de fen x = ¢, luego calcule la pendiente
de la recta que contiene a FE. ;Qué concluye de estos resultados?

3.6. Teniendo en cuenta sus observaciones hechas en los problemas 1 y 2, enuncie nue-
vamente la propiedad del punto 2.8 que involucra el valor c el intervalo [a, b] y la
igualdad en inclinacién de FE y L,.

Problema 4

Mediante la interaccion con la construccion 1, desde sus dispositivos moviles, explore la
funcién f(x) = [x] (parte entera de x).

1.
2.
3.
4.

4.1.

4.2.
4.3.
4.4.

4.5.

4.6.

4.7.
4.8.

4.9.

En el punto 3.6 se enunci6 una propiedad que relaciona la pendiente de la recta L,
la inclinacién del segmento FE y el valor c. Se cumple esa propiedad considerando
la funcién f(x) = [x] en el intervalo [a, b] = [1.3, 1.8]. Justifique su respuesta.

Nota: En la aplicacion movil de GeoGebra la sintaxis para f(x) = [x] es f(x) = floor(x).
Comente sus hallazgos con los companeros.

Responda el mismo enunciado de la pregunta 4.1, esta vez, considerando el intervalo
[a, b] = [1.3, 2.8].

.Cree usted que la continuidad de la funcién f(x) en el intervalo [a, b] “cerrado”
afecta en la conclusion de la propiedad enunciada en el punto 3.6?, argumente su
respuesta.

.Cree usted que la continuidad de la funcién f(x) en el intervalo (a, b) “abierto” afecta
en la conclusion de la propiedad enunciada en el punto 3.6?, argumente su respues-
ta. Para esto considere distintos valores para los extremos del intervalo.

Comparta sus ideas con los companeros de grupo.

Considera necesario modificar la propiedad enunciada en el punto 3.6 teniendo en
cuenta la continuidad de la funcién. Argumente su respuesta.

De ser afirmativa su respuesta al punto 4.7 modifique la propiedad enunciada en
el punto 3.6.
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Problema 5:

Mediante la interaccion con la construccion 1, desde sus dispositivos moviles, explore
la funcién f(x) = (|x|:

1.

2.

3.

4.

5.

5.1. En el punto 4.8 se enuncié una propiedad que relaciona la pendiente de la recta L,,
la inclinacién del segmento FE y el valor c. Se cumple esa propiedad considerando
la funcién en el intervalo [a, b] = [-1, 1]. Justifique su respuesta.

5.2. Comente sus hallazgos con los companeros.

5.3. Responda el mismo enunciado de la pregunta 5.1, esta vez, considerando el inter-
valo [a, b] = [-0.5, 1].

5.4. Responda el mismo enunciado de la pregunta 5.1, esta vez, considerando el inter-
valo [a, b] = [-0.5, 1] y la funcién f(x) = |x].

5.5. (Cree usted que la diferenciabilidad de la funcién f(x) se debe dar en el intervalo
(a, b) “abierto” para que la conclusion de la propiedad enunciada en el punto 4.8 se
cumpla?, argumente su respuesta.

5.6. (Cree usted que la diferenciabilidad de la funcién f(x) se debe dar en el intervalo
[a, b] “cerrado” para que la conclusion de la propiedad enunciada en el punto 4.8 se
cumpla?, argumente su respuesta a partir de considerar f(x) = V|x| en el intervalo
[0, 1].

5.7. Comparta sus ideas con los companeros de grupo.

5.8. (Considera necesario modificar la propiedad enunciada en el punto 4.8 teniendo
en cuenta la diferenciabilidad de la funcion f en el intervalo [a ,b]? Argumente su
respuesta.

5.9. De ser afirmativa su respuesta al punto 5.8 modifique la propiedad enunciada en
el punto 4.8.

Problema 6:

Complemente la construccion, haciendo uso de las herramientas que ofrece la App
de GeoGebra para lograr que sea visible la inclinacién del segmento FE y la pen-
diente de la recta L,, una vez que se logre hacer ese cambio, responda las siguientes
preguntas:
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1. Verifique que su construcciéon es valida considerando varios casos particulares para
f, a y b. Describa algunas propiedades observadas.

6.2. Sila inclinacién del segmento FE es la razén de cambio promedio de la funcién f(x)
en el intervalo [a, b] y la pendiente de L, es la razoén de cambio puntual de fen x = c,
enuncie una propiedad general que relacione la razén de cambio promedio de f(x)
en el intervalo [a, b] y su razén de cambio puntual o derivada en el intervalo (a, b).

6.3. Comente su planteamiento con los companeros.

6.4. (Es posible que esta propiedad se cumpla para toda funcién f(x) que se elija? Justi-
fique su respuesta.

6.5. De ser negativa su respuesta al numeral 6.4 dé algunos ejemplos de funciones que
no la cumplen.

6.6. Justifiquen esta propiedad con base en las propiedades y definiciones construidas.

Problema T:

La posicion de una particula que se mueve en linea recta con una aceleracién constante
(MRUA) esta dada por la ecuacion (2):

1
x(t) = xo + vot + Eatz )

Donde x, es la posicién inicial, v, es la velocidad inicial y a la aceleracion.

S A o L
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7.1. La velocidad promedio de la particula esta dada por la ecuacion (3), si se sabe que
X, = 0.4 m; v, = 0.2 m/s; a = 0.5 m/s? [Cual es la velocidad promedio de la particula
en el periodo entre ¢, = 1.2s y ¢, = 3s?

v _ x(tp)—x(t) _ Ax
prom = ¢e—t; At

(3)

7.2. Sila velocidad de la particula en un instante ¢ esta dada por la derivada de la po-
sicién evaluada en ese instante, es decir v(t) = x'(t). (Existe algtin valor ¢, € (1.2 ,3)
para el que v, [1.2 , 3]=v(¢,)? ;Cual? (Tome los valores del punto 7.1)

7.3. ¢(Se puede ver esta situacion, como un ejemplo aplicado del teorema del valor medio
para derivadas? Justifique su respuesta.

7.4. ;Cumple la funciéon de posicién con las hipotesis del teorema del valor medio?

7.5. (Se pueden generalizar sus hallazgos a cualquier funcién de posicion de un MRUA?
Para un proceso de observaciéon modifique los valores x,, v, y a de en la aplicaciéon
movil de GeoGebra, asi como el intervalo de tiempo.

7.6. Escriba una conjetura que generalice lo observado en el punto 5.5 de acuerdo con
el contexto del MRUA.

7.7. Responda la pregunta 1.2 del problema 1, esta vez aplicando la propiedad enunciada
en el numeral 6.2. Justifique su respuesta con base en las definiciones y propiedades
construidas.

En el diseno de esta secuencia didactica, se propuso como hipoétesis que los estudiantes
debian detectar por si mismos el invariante, es decir, que mediante la manipulaciéon de los
objetos matematicos en la ACGG a través del arrastre debian ver que cuando la funcién
f(x) es continua y diferenciable en [a, b], existe ¢ € (a, b) tal que (ecuacion 4).

FOF@ _ 1y, @

b—a o

RESULTADOS

En esta seccion, por facilidad, se denotan los estudiantes como E,, E,, E;, E,, E., para
describir los procesos de conjeturacion del TVMD observados en cada uno de ellos:

Para la solucion del Problema 1, nadie referencié el TVMD, sin embargo, si se observa
una predisposicion de ellos por querer vincular la ACGG al desarrollo del proyecto de
investigacion. Como lo afirma E:

Entre todo el grupo se concluyé que desconocemos las capacidades y todo lo que ofrece esta
aplicacién y que ademas en el aula de clases ayudaria en el aprendizaje y permitiria que enten-
diéramos mejor los temas o conceptos matematicos y su aplicacion.
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Sin embargo, para el problema 2 el estudiante E, logro6 relacionar una representacion
geométrica con la solucion (Tabla 3a) de acuerdo con su interaccion con la ACGG desde
su dispositivo mévil, y agregd “Si es posible que el punto C arrastrandolo tenga la misma
inclinacién que la recta L,, estando C entre los puntos A y B”. Por su parte, E, hizo
una representacion similar para la solucién del problema (Tabla 3b) de acuerdo con las
observaciones que tuvo en la ACGG, él afirmé: “es posible ubicar a fuera de ya que con la
herramienta de deslizador ubicamos a fuera de ese intervalo y podemos observar que la
recta L, es casi igual a la inclinacién DF.

TABLA 3.
Solucion del problema 2 dada por E; y E,

a. Representacion hecha por E,.

-

T A s p e s
——\\- A ..a"';"_-._'_;"f-hh ,-"Iil ”E&{ '{T -f‘llu;l.,g 0] ,-‘r-a:g
S A C“_T"_\H et brelonaiicen

b. Representacion hecha por Es.

Aol Rodemos tloke
q"-“ J.’J PR b Ll it

for teido- g 4, )
LR UL

Fuente: Elaboracion propia.

De manera similar E, y E, describen la misma observacion identificando que existen
valores en el dominio de la funcién f(x) = sen(x) tal que la pendiente de la recta L, es
igual la inclinacién del segmento DF. No obstante, en aquel momento de la actividad
ninguno, de los estudiantes pensoé en la influencia de la continuidad o la diferenciabi-
lidad de la funcién para hacer sus afirmaciones y tampoco generaron una proposicion
sino simplemente describian lo observado en la ACGG.
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En la Tabla 4 se muestra la evolucion del estudiante E, por cada sesion del estudio de
caso dentro del proceso de conjeturacion del TVMD y un analisis de los resultados:

TABLA 4.
Evolucion de E1 en el proceso de conjeturacion del TVMD durante el estudio de caso

Sesién Afirmacion

“Yo pude observar que el punto ¢ siempre va influenciar a la recta tangente ya que cada vez que se
mueva C la recta tangente también se va a mover y va a mostrar todas las tangentes de la funcién
sen(x) que serian las razones promedio puntual mientras que el segmento DF siempre nos va a
mostrar la razén de cambio promedio”.

“Para cualquier funcién el punto ¢ dentro del intervalo (4, B) hace que la recta tangente y el
2 segmento tenga la misma inclinacién, pero para las funciones cos(x), sen(x) y lineales existe un punto
¢ afuera del intervalo (4, B) que satisfacen la propiedad, mientras que en otras funciones no”.

“Para toda funcion continua se cumple la propiedad, pero para una funcién discontinua esta
propiedad no se cumple”.

“Para que se satisfaga esta propiedad la funcién tiene que ser continua y que tenga puntos derivables
4 para que la propiedad se satisfaga si no hay puntos derivables la propiedad no se cumplira para la
funcién continua”.

= i LE e

“YVo pude ochaervar que of pusioc sempre va inffoenciar a bn recis tangente va que cadn ves que =
" miigayn { |& resd s Lasgenlo Lamla i 0 v'a 8 mover © va s seoslear bedad las langeelos do ln Ruresbes
EENAK) U 0T inm Ins razomes promedio punianl miepires que o] segmenio OF sempre nos va n
5 msd rar 1o riadn e camboo promedig”
“Paracnalquier Funcids o pungo o dentne &e imtervale 0A, B haoe que la recta tangesde v ool
& argmento tengn la seizsn il Bncas, oo pors lie Rosesees ooy, aqnle) v lineades sxlels wn [iusls
o afisera dod imtervalo L % gee satisineomn la propicdnd. mientras qoe on otrss fonciones &

Para fodn Duncslan costimos s oumnle [n oroossdsd. pero noes wna foscsbe o semstiomm estn

Fuente: Elaboracion propia.

En el caso de E,, como se observa en la Tabla 4, se da un cambio del estado de descripcion
al de enunciacion de la conjetura que, a pesar de no ser muy precisa y tener errores de
enunciado, se evidencia reconocimiento de la invariante mediante arrastre, observo que
bajo condiciones de continuidad y diferenciabilidad de f(x) en [a, b] se cumple el TVMD.
Por su parte E,, se observa en la Tabla 5.

TABLA 5.
Evolucion de E2 en el proceso de conjeturacion del TVMD.

Sesién Afirmacién

“Una posible relacion que puede existir es que encontrar un valor exacto de C de tal manera que
1 tenga la misma inclinacién que el segmento DF'y que L, depende de la posicién de C. También que el
segmento DF representa la razén de cambio promedio y el punto ¢ la razén de cambio puntual”.

“Para toda funcién f(x) siempre habra un punto ¢ que sea paralela o tenga la misma inclinacién a la
recta L,”.

“Para toda funcion f(x) siempre habra un punto C por fuera, o tanto por fuera como por dentro del
3 intervalo [a, b] que cumpla una continuidad, siempre tendra la misma inclinacion, mientras que
dentro del intervalo [a, b] es discontinua no se cumplira la propiedad ”.

4 “Para toda funcién f(x) que sea continua y derivable en cualquier punto, se cumple la propiedad”.
raiies Wil acen
“U'mm perabde rol s’ que pustde ouisllie e que rssonirar un valor esscto de £ de tal manera que
i tenga la minma indisss que ol segmento [F v que L) depends & la posscsin e O También que el
5 wrgmarda [1F represesta ls ranie de cambis promedio v ol prz=fn ¢ Lk recs e ramben pesdual

" 'mra bl s funedas Yok sempere haSes un oo © g ses parakela elenga la misms smdins e m L
fon i

P vand i Tunscidan Sak siemire halbed un ranio O s Peera o Tanis e Tussa omnd bor denorse del

Fuente: Elaboracién propia.
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De acuerdo con la Tabla 5, en el caso del estudiante , se evidencia el reconocimiento
del invariante que bajo condiciones de continuidad y diferenciabilidad de f(x) en [a, b] se
mantiene la conclusion del TVMD (Tabla 3). Es notable como logré pasar de describir lo
que observo en la ACGG a plantear una conjetura del TVMD.

TABLA 6.
Evolucién de E3 en el proceso de conjeturacion del TVMD

Sesién Afirmacién

“Dependiendo de c la recta tangente varia, pero llega un momento en el que existe una relaciéon del

1 N : ”
segmento DF con respecto a la recta L, y muestra los valores medios”.

“Esta propiedad antes mencionada sirve para poder analizar y concluir que existe un ¢ dentro del
2 intervalo [a, b] que pueda cumplir esta propiedad, pero por fuera de este intervalo la propiedad no se
puede cumplir”.

“Dentro de tal intervalo la funcién es continua y cumple la propiedad, pero tiene que ser en un

3 intervalo especifico que satisfaga esta propiedad”.
4 “En el punto 4.8 concluimos que cumplia la propiedad solo si era continua, pero nos dimos cuenta que
la propiedad tiene que ser continua y ser derivable en todos los puntos para que cumpla”.
i o Lt Rt S ) i MO TN T - VAT [ ::1.:l|u FETE G 0 A U eriEte uns relsoeen el
sermenlo (F o prspescils ow | pesde B, 5 meeedire ks vnbopes mpes] s
5

fracs projreclie] anics menieenueds sorve para sk sraalizsr v ooncduir gue snisis un o desbno del
Sl b [ai B g s e sl d il progecdal juso jusf ficfs ok ool a8t dlo la piguedad fe o
[ s S e ]

Fuente: Elaboracion propia.

El estudiante , menciona las condiciones de continuidad del TVMD, y establece la relacion
que existe entre la razon de cambio promedio y la razén de cambio puntual de f(x). Aunque
no expresa en un lenguaje matematico sofisticado, en sus palabras se aprecia una secuencia
légica de implicacion (Tabla 6).

TABLA 7.
Evolucién de E4 en el proceso de conjeturacion del TVMD

Sesién Afirmacién

“El valor de C al ser una recta tangente que se mueve por todos los puntos de la funcién seno y el
segmento esta anclado a dos puntos de una cresta y esta cresta al ser igual a todas las de la funcién

1 seno; entonces esa igualdad permitiria que L, en distintos puntos de diferentes crestas adopte la
misma inclinacién que el segmento”.

9 “Para toda funcién siempre habra un ¢ que haga que FE = L;; entonces para encontrar puntos C
fuera del intervalo dependera del tipo de funcién .
“Para toda funcién dentro de un intervalo [a, b] que esté en continuidad con la funcién al menos

3 habra un punto C que haga que el segmento sea igual a la inclinacién de L,; pero si la funcién es

discontinua la propiedad no se cumple; el intervalo tendria que estar en una parte continua de la
funcién para que esta se cumpla”.

“Para toda funcién continua que sea derivable en todo su dominio, siempre habra un punto C dentro
4 del intervalo [a, b] hara que L, tenga la misma inclinacion del segmento FE no importa el tipo de
intervalo cerrado o abierto”.

b B JERINIMICILHa

B vidor do Lol ser nBa Focts Daigon e i 30 e of todos |os puntos & ln Tupsckn somo v el

segmiendo esii anclmlo o dos punios de unas cresta v osto oresia ol ser igonl o todas les de s Dencion

5 =TS i L OO R L abdad = Fraitirin A= |'.I omn distindos PuTilo= e diforentos crosias ok HEl I
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“Para todn funckin sempre habei un c goe hngs gue FE = L sntonoss parn sneontrae ponae
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Fuente: Elaboracion propia.
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De acuerdo con la informacion recopilada en la Tabla 7, el estudiante E, usé el conector
légico “para todo” en su proposicion y se ve que detectd el invariante por medio de la
interaccién con la ACGG. El observé que si la funcién f(x) es continua y diferenciable, sin
1importar la funcién, se podia encontrar el valor c en [a, b] para el que la razén de cambio
promedio es igual a la razén de cambio puntual.

TABLA 8.
Evolucion de E5 en el proceso de conjeturacion del TVMD

Sesién Afirmacién
1 “Realmente no noté importancia lo que varia ¢, hace variar y notar las tangentes, a la hora de
interactuar no me quedd muy claro que podria responder en la pregunta”.
9 “La parte de las funciones discontinuas que afectara enormemente si el intervalo se sale de control
no cumplira lo establecido que se desarroll6 en el punto 3.6”.
3 El estudiante no asisti6 a esta sesién de clase.
4 “La funcién debe ser continua, derivable sin importar sus tipos de intervalo, para tener en cuenta la
propiedad”.
B mifm Afrmsciim
"Rmalmwnts no s T bance [ ue WRrIA bumem wariar i niatar laz Larsgerilas, o L kecorn, de
intsractuar no e quesd oy care guas podria responder en la pregunbs”
“La parte de las funrones dsconbkrans que afectard enormeresntes 3 el miervalo = sale de control
:
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Fuente: Elaboraciéon propia.

Como se observa en la Tabla 8, el estudiante no muestra una identificacién clara de
los invariantes involucrados en el TVMD, tampoco enuncia una conjetura de manera
coherente ni llega a la descripcion de observaciones en la ACGG.

DiscusioN

Coherentemente con Mariotti (2006) refiriéndose a la funcion de arrastre de los progra-
mas de geometria dinamica, en este estudio se observa que el arrastre proporciona a los
estudiantes una fuerte evidencia perceptiva, tanto en el orden visual como kinestésico del
TVMD, no obstante, los llevo a considerar la exploracion en la ACGG como suficiente para
garantizar la veracidad del teorema, esto hace que para los estudiantes sea innecesario o
inimaginable hacer una demostracion del fendmeno matematico desde una construccion
axiomatica y esto se puede derivar en un problema.

En la misma linea de Rocha (2019), este estudio de caso, afirma que la prueba, o demos-
tracion matematica, puede tener varias funciones, incluidas la verificacion, la explicacion,
la sistematizacion, el descubrimiento y la comunicacion, todas estas importantes para
los matematicos. No obstante, en la poblacion tomada para esta investigacion, solo se
logré la funcién de verificacion y las circunstancias en las que ocurrid este fendomeno se
Iimitaron a resultados intuitivos desde la visualizacion en la ACGG mediante el arrastre,
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obteniendo como consecuencia que los estudiantes no percibieran el punto de la demos-
tracién. Sin embargo, y como senala Rocha (2019), la funcién de explicacién es la mas
relevante porque permite una comprension mas profunda de los conceptos, funciéon que
parece estar relacionada con la nocién de prueba simple; y esta investigacién da cuentas
de un avance en la explicacién desde la visualizacién geométrica del TVMD a través de
la interaccion con la ACGG en dispositivos moéviles.

De acuerdo con Ozdamli (2012), se puede decir que hay muchas posibilidades en el apren-
dizaje moévil para los estudiantes, sin embargo, debe discutirse el marco pedagogico del
aprendizaje movil, la integracién de herramientas, los enfoques pedagoégicos, las técnicas
de evaluacion y la formacién del profesorado. Aunque el enfoque de aprendizaje moévil en
este estudio de caso fue exitoso en cuanto a la explicacién del TVMD, como trabajo futuro,
se recomienda la investigacion del aprendizaje moévil a mayor escala experimentalmente
para una integracion asertiva en los procesos de conjeturacion. En el mismo sentido, este
estudio proporciona evidencia que respalda lo dicho (Donaldson, 2011; Akour, 2011; Abu-
Al-Aish, Love, Hunaiti & Al-masaeed, 2014; Huang, 2014), exhortando a las instituciones
de educacion superior a comprender, de forma adecuada, el uso del m-learning por parte
de los estudiantes, ademas de los factores presentes en la utilizacion y la aceptacion, por
parte de los mismos, para planificar el desarrollo y la implementacién de los sistemas de
m-learning en los curriculos universitarios.

CONCLUSIONES

La investigacion da cuenta del caracter mediador de las herramientas propias del m-lear-
ning en el contexto del aula de clase. El grupo de estudiantes logré detectar un invariante
que les permitio conjeturar un teorema central del calculo diferencial como es el TVMD, a
partir de la interaccion con las herramientas de geometria dinamica que ofrece la ACGG
gracias al uso de las opciones de arrastre. Cuatro de los cinco estudiantes (a excepcion de
E5) lograron conjeturar que si una funcién f(x) es continua y diferenciable en el intervalo
(a, b), entonces siempre habra un c € (a, b) tal que (f(b) — f(@))/(b — a) = f'(c). Evidenciar
este hecho se configura como un hallazgo, es decir, este disefio de clase efectivamente
facilité el proceso de conjeturacion y, en este sentido, la actividad fue de gran valor. Se
podria afirmar que E4 plante6 una conjetura usando conectores logicos y un lenguaje
matematico fluido, sin embargo, no se encontro6 evidencia significativa para asegurar que
se logro un cambio en el proceso de demostracién desde una perspectiva tedrica ya sea
en pruebas de tipo probatorio o de justificacion.

Se evidencié un reconocimiento de la invariante pretendido con la ayuda del m-learning,
hecho que ayudo en el paso hacia la conjeturaciéon del TVMD, esto gracias a la combina-
cién de elementos de calculo infinitesimal con geometria dinamica que permite la ACGG
desde dispositivos moéviles. El proceso de justificacion se dio con argumentos geométricos
basados en la percepcion visual y kinestésica apoyada por los dispositivos méviles, donde
los estudiantes referian elementos visuales, que lograron gracias a la interacciéon con
la ACGG y las herramientas de arrastre para visualizar los invariantes a favor de un
avance hacia la conjeturacion.
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Se 1dentifico, ademas, la necesidad de estudiar las interacciones entre las matematicas
y las tecnologias digitales como la ACGG y el m-learning, en relacion con el proceso
de conjeturacién, teniendo en cuenta la interaccién entre la sintaxis, la semantica y la
pragmatica, siendo pertinente abrir nuevas vias de investigacion al ayudar a identificar
cuestiones en la léogica, las matematicas y el m-learning, que pueden pasarse por alto o
permanecer implicitas en el aula o fuera de ella, en particular cuando se apoya el proceso
de conjeturacion con el uso de dispositivos moéviles.

Por ultimo, los resultados de este proyecto de investigacion permiten establecer que si
bien las tecnologias digitales como la ACGG y el m-learning pueden proporcionar una
poderosa herramienta de ensenanza y aprendizaje, no pueden impulsar un cambio sig-
nificativo por si solos; en consecuencia, para que se adopte ampliamente esta iniciativa
debe hacer parte de un esfuerzo amplio y sistematico para incidir sobre los procesos de
conjeturacion en matematicas. Esta investigacion, proporciona una mirada a los beneficios
potenciales de la tecnologia digital como la ACGG sobre los procesos de conjeturacion en
matematicas y, aporta evidencia necesaria para comprender mejor como el m-learning
puede ayudar a la generacion de procesos mas efectivos en el desarrollo de conjeturas por
parte de los sujetos que aprenden.
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